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15 Regelflachen

15.1 Darstellung von Regelflachen
Gegeben: Raumkurve ¢ (Leitkurve): 4(u) € Cy, zuldssig, d.h. 4y(u) # 0 fir alle .
Erzeugenden Richtung 4/(u) mit #2(u) = 1
Regelfliche ¢ : p(u,v) =4(u) +v-#(u) mit veER
Bemerkung: Aus #%(u) = 1 folgt #(u) - 4/(u) = 0 fiir alle u
Flachennormalenvektor von o:

Y = A(u)+v- #(u)

v, = #u)
M, v) Wy X W,  (y+v-a)xw

o, x| |y +v-4) x|

Definition: Eine Regelfliche mit 1, = ( heifit Torse

15.2 Begleitendes Dreibein einer Regelflache

Definition: Die Grenzlage von {l filer v — oo heifit —3.

Zentraltangente:
WX
T
Zentralnormale: )
W
R
Dreibeinebenen:

a = {w,w} Ly, Asymptotische Ebene o = 7
¢ = {w, v} Lw, Zentralebene ( = 7,
= {w,y} L, Normalebene, nie tangential

Striktionspunkt S:

Ay (uo) - 4 (uo)

T(ug) = ay(ug) +vs-w(ug) mit v, = — ()



Satz 15.1 Zu jeder Erzeugenden e einer windschiefen Regelfiiche gehdren eindeutig
ein orthonormiertes begleitendes Dreibein {w,w, sy} und ein Striktionspunkt S. In S ist
w = {1 die Flichennormale.

Definition: Die Menge aller Striktionspunkte einer windschiefen Regelfléache heifit Strik-
tionslinie.

T=0(u) = (u)+vs-w(u) mit vs= —W
15.3 Drall einer Erzeugenden
Drall:
d=dw,) = @Y
4
Winkel ¢ =3 (w,01):
fang = > U= ! (vg—v) mit =1

d(ug)  d(up)

Satz 15.2 Bei einer windschiefen Regelfiiche ist der Drall d ein Mafs fiir die Drehge-
schwindigkeit der Tangentialebene um die Erzeugende e beim Durchlaufen von e. [Die
Koppelung von P € e mit T heifft CHASLE sche Beriihrkorrelation/

15.4 Striktion einer Erzeugenden

Definition: 0 = o(s) :5 ({7, #) heifit Striktion der Erzeugenden e(S,)

" = w-coso+/y-sino

={(s) = / Ww(s)-coso(s)+y(s)-sino(s)]ds

15.5 Ableitungsgleichungen
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Berechnung von < und 7:

is) = Ws)] = i) |z'r(1u)y Kriimmung von
R = "(5)| = U L orsion von
i(s) = 1y'(s) = I (w)] T T o

Satz 15.3 (Hauptsatz fiir Regelflichen) Zu beliebigen Funktionen k(s) > 0, 7(s)
und o € C,. gibt es bis auf starre Verschiebungen im Raum genau eine Regelfliche @,
die k als Krimmung, 7 als Torsion und o als Striktion besitzt. £, T und o nennt man
die natirlichen Gleichungen der Regelfiiche ®.

Satz 15.4 Die Tangentenfliche ® einer Raumkurve c besitzt das selbe begleitende Drei-
bein, die selbe Kriimmung und Torsion wie c. Die Striktionslinie von ® ist die Raumkurve
c. Sie ist eine singuldre Flichenkurve (Gratlinie).

15.6 GAuUss’sche Kriimmung K einer Regelflache

Satz 15.5 Eine Regelfidiche ist genau dann eine Torse, wenn der Drall d = 0 ist, d.h.
wenn (Ay,v,4) = 0 ist, wobei # hier nicht nromiert sein muf.

2
A2 d? (i

oo LN (#°) iy
EG— F? Wi

1.Fall: d=0 (® = Torse) & K =0
2. Fall : d # 0 (® = windschief) & K <0
torsale Erzeugende d(ug) = 0 mit K (ug,v) =0

Satz 15.6 Eine Torse besitzt die GAUSS sche Krimmung K = 0. Fine (relle) wind-
schiefe Regelfiiche besitzt nur Punkte mit K < 0, wobei K = 0 nur fir torsale Erzeu-
gende zutrifft.

Andere Darstellung von K: Formel von LAMARLE

—d?
(d? + 02)2



15.7 Schmieglinien und Kriimmungslinien

Satz 15.7 1. Die Erzeugenden einer Regelfliche sind Schmieglinien, d.h. jede Regel-
flache besitzt mindestens eine Schaar reeller Schmieglinien.

2. Eine Torse besitzt nur ihre Erzeugenden als Schmieglinien, eine zweite Schaar

fehlt.

3. Fine windschiefe Regelfliche besitzt stets eine zweite Schaar reeller Schmieglinien,
die aber im allgemeinen weder geradlinig noch eben sind. Fir deren Windung gilt
dann

|7 = vV—-K (ENNEPER)

Satz 15.8 Die Kriimmungslinien einer Torse sind ihre Erzeugenden und deren ortho-
gonal Trajektorien.

16 Torsen

16.1 Klassifizierung von Torsen

Torsenbedingung:
Drall d=0 ; (4,wv,4)=0
Ansatz:

a-gy+pB-wv+y-w =10

Satz 16.1 Die Torsen bestehen aus Zylindern, Kegeln und Tangentenflaechen beliebiger
Raumkurven

16.2 Hiillgebilde einparametriger Ebenenschaaren

Satz 16.2 Die nichttrivialen Hillflichen 1-parametriger Ebenenschaaren sind stets Tor-
sen, ndmlich Zylinder, Kegel oder Tangentenfldchen.
Triviale Hiillgebilde sind Ebenenbiischel und parallele Ebenen.

Ebenenbiischel  E(t) : a(t) -&—4(t) =0
—_——
f(®)
Grenzgerade g: f = O,f =0

Richtung g =4 x4



Typeniibersicht:

1. axa=0 Parallelebenen
2. a xa#0
oo Ebenenbiischel
2.1. (a, 4, 4) =0 { Zylinder
o Tangentenfléche
2.2. (a,4,4) £ 0 { Kegel

16.3 Begleitende Torsen einer Raumkurve

1. Hiillfliche der Schmiegebenen o

Ebenenschaar o(s) : (&—p(s))-b(s) =0
Grenzgerade g:&=p+a-4
Grenzpunkt G:E=m(s) =p(s) Ramkurve ¢ von o
Satz 16.3 Die Schmiegebenen einer Raumkurve ¢ (mit k-7 # 0) umhiillen die

Tangentenfliche von c. Grenzgeraden sind die Tangenten von c, Grenzpunkte die
Kurvenpunkte von c.

2. Hiillgebilde der Normalebenen

Ebenenschaar v:(@—p)-4=0
Grenzgerade g:&=p(s)+o-w+~vy-4 (Q = 1)
Kriimmungsachse von ¢
Grenzpunkt G:@f:/g(s)%—g-/w—l—%’-f}:w
G = M = Mittelpunkt der Schmiegkugel.
Satz 16.4 Die Normalebenen einer Raumkurve ¢ (mit k-7 # 0) umhiillen eine

Torse, die von den Krimmungsachsen von c erzeugt wird. Diese Torse ist die
Tangentenfliche der Ortskurve der Schmiegkugelmittelpunkte M von c.

3. Hiillgebilde der rektifizierenden Ebenen

Ebenenschaar e:(@—p) - w=0
Grenzgerade g:E=p(s)+kKk-D+717-4=4
DARBOUX-Vektor

Die Hiillfliche @ ist genau dann ein Zylinder, wenn 4 = & eine konstante Richtung
hat. Daraus folgt ¢ ist Béschungslinie



17 Minimalflachen

17.1 Das PrLAaTEAUsche Problem

Gegeben: Raumkurve ¢, geschlossen, ohne Doppelpunkt.

Gesucht:  Fliache ® durch ¢ (= c ist Flichenkurve) so, daf ¢
aus ¢ ein Flachenstiick mit minimaler Oberfliche
auschneidet.

17.2 Variation der Oberfldche
Haupsatz der Variationsrechnung:
I;//a(u,v) - H(u,v) - W(u,v)-dudv=0

ist bei beliebigem «(u,v) nur dann = 0, wenn der Integrand die Nullfunktion ist.

Definition: Alle Cy Flachen mit H = 0 heiflen Minimalflachen.

Satz 17.1 Also Losungsflichen des PLATEAUschen Problems kommen nur Flichen mir
H =0 in Frage.

17.3 Eigenschaften von Minimalflachen

Satz 17.2 Eine (nicht ebene) Minimalfliche besitzt nur hyperbolische Punkte.

Satz 17.3 FEine Fliche ist genau dann eine Minimalfidche, wenn die Schmieglinien ein
orthogonales Netz bilden.

Bedingung fiir H = 0:
H=0 & EN-GL—-2FM =0

17.4 Minimaldrehflachen

Meridian m:

1
m:u = cosh(Cz—C")- c Kettenlinie

Satz 17.4 Die einzigen reellen Minimaldrehfidche sind die Kathenoide (gedrehte Ket-
tenlinien) und triviale Ebenen.



17.5 Minimalregelflichen

Satz 17.5 (CATALAN) Die einzigen reellen Minimalregelflachen sind die Wendelflichen
und triviale Ebenen.

18 Ableitungsgleichungen der Flachentheorie

18.1 Ableitungsgleichungen von WEINGARTEN und RODRIGUES

WEINGARTEN:
n . FM-GL  FL-EM
T mo—p2 YT Eg-pr Y
n _ EN-EM  FM-EN
R e

Spezielles Parameternetz: ' =0 und M = 0, d.h v und v sind Kriimmungsparame-
ter.

RODRIGUES:

m’u = —5 P,

18.2 Flachen mit lauter Flachpunkten

Flachpunkt:
L=M=N=0

Satz 18.1 Die einzigen Flichen mit lauter Flachpunkten sind die Ebenen.

18.3 Flachen mit lauter parabolischen Punkten

Parabolischer Punkt: I 1

K:_.—:
Ry Ry

0

Satz 18.2 Die einzigen Flichen mit lauter parabolischen Punkten sind die Torsen: Zy-
linder, Kegel und Tangentenflichen.



18.4 Flachen mit lauter Nabelpunkten

Nabelpunkt:

1 1
— =— bzw. E:F:G=L:M:N
R TR ZW

Satz 18.3 Die einzigen Fldichen mit lauter Nabelpunkten sind die Kugeln.

18.5 Indexschreibweise, CHRISTOFFEL—Symbole

Umbennung aller bisherigen Grofen.

‘Alt \Neu ‘
Parameter u, v U1, Uy

Y %o Vi Vo

E =y, g =0 -

F=w, 2, 12 = g21 =W Wy = Vo W
G =7, 922 = Vo - W

E, F,G ik = W; "WV

W? = EG — F? g =911 922 — g21 " g12

L= (W W W) = Tt | hn

M = % (W s W s W) = by, | haa = han

N =5 WV W) = T, | ha

CHRISTOFFEL—Symbol 1. Art

ik
Vil = Likim = [m]
(Es ist Tigjm = Dijm, da 2/, = 24, ist)

CHRISTOFFEL-Symbol 2. Art
! 22 ! !
* m=1 . I { Zk }
Ableitungsgleichungen von GAUSS

2
Vi = Z L5, + i - 01

2
wobei Ty = Z ikjm ¢ it
m=1
T - _
iklm 2 (8% + Oour,  Ouyy,

10



Ausgerechnet: CHRISTOFFEL-Symbol 1.Art

1 1
Tip = §Eu; Typ=F,—3E,; Top= §Ev

1 1
Pigp = 5Gu; Toop = Fo = 3G Taop = 56y

Ausgerechnet: CHRISTOFFEL-Symbol 2.Art

GFE,—-2FF,+ FFE, -FE,+2FEF, — EE,

M = 2(EG — F?) M = 2(EG — F?)
n _ GE - FG, pe _ EG.-FE,
12 2(EG — I?) 12 2(EG — F?)
o _ —FG.+2GF, -GG, ., _ EG,—2FF,+FG,
2 2(EG — F?) 22 2(EG — F?)
Ausgerechnet: Ableitungsgleichungen von GAUSS
GE, —2FF, + FE, —FE, + 2EF, — EE,
Yo = “gma—ry Y T 2EG—Fy W T
GE, — FG, EG, — FE,
Yw = 3EG- ) P taEa-ry e
—FG, +2GF, — GG, EG,—2FF, + FG,
Yo = T y@e-m) W T T a@we-my W VO

Ausgerechnet: Ableitungsgleichungen von WEINGARTEN

-GL+ FM FL—-EM

an, = ma_p2 P + a2 Yo
q _ FN-GM . FM-EN
v T pg_pz P G2

19 Orthogonalflachen

19.1 Spharische Abbildung, 3. Grundform

Definition: ®: Sphérische Abbildung ® — ®* mit Ortsvektor 0l = 0l(u, v) —op*

Definition: Die 3. Grundform der Flachentheorie ist das Bogenelementquadrat des
sphérischen Bildes

() = ds* = e -du’+2f -dudv+g-dv®>  mit

11



Bei Kriitmmungsparametern: (F = M = 0)

2 2
e=® = Sl =3
fo= 0,0 = %-@um = 0
g =W = Z—j'/éyi = %2
Es gilt also: (nicht nur in Kriimmungsparametern)
(Ill) = —-K-(I)+2H - (1) bzw.

K-(I)+ ) = 2H-(I)

19.2 Normalenkongruenz

Definition: Die Menge aller Normalen von ® heifit Normalenkongruenz.
U d(t,w) =p(t) +w - (1) weR, =1
¥ =Torse? Genau dann, wenn (R% — R%) ~uv =10

Ty S S
R1 RQ Rl R2
® hat lauter Nabelpunkte, — ® ist eine Kugel. Alle Normalen léngs ¢ treffen sich
im Kugelmittelpunkt.

= W ist stets ein Kegel (Spitze M) oder eine Ebene.

2. Keine Nabelpunkte
Aus Gleichung folgt @« =0 — wu=wuy (v-Linie)
=0 — wv=1vy (u-Linie)
= ¢ ist Kriimmungslinie von V.

Satz 19.1 Die Normalen einer Fldache ®, die weder Torse noch Kugel ist, bilden genau
dann eine Torse W, wenn die Flichenkurve c eine Kriimmungslinie von ® ist.

Bei einer Kugel ® liefern alle Flichenkurven mait ihren Normalen einen Kegel W mit
Spitze im Kugelmittelpunkt.

12



19.3 Dreifaches Orthogonalsystem

Verallgemeinerung auf Flichen: 3 Schaaren von Flichen, je 2 Flachen schneiden
sich orthogonal. Durch jeden Raumpunkt P geht genau eine Fléiche jeder Schar. Ein
dreifaches Orthogonalsystem entspricht krummlinigen Koordinaten im Raum.

Satz 19.2 (Satz von DARBOUX) Jedes Cy Flichenstick, das keine Torse ist, kann in
ein dreifaches Orthogonalsystem eingebettet werden.

Satz 19.3 (Satz von DUPIN) Je 2 Flichen aus verschiedenen Schaaren eines dreifa-
chen Orthogonalsystems schneiden einander in thren Kriimmungslinien.

19.4 Zentraflachen

® mit Kriimmungsparametern u, v langs der Kriimmungslinien von den Flachennormalen
0l wird eine Torse ¥ gebildet.

UV: & = pu,v)+w-0(u,v) weR

Definition:
Die Menge aller Gratlinien aus den u-Linien von ® heifit 1. Zentrafliche I'y von ®.
Die Menge aller Gratlinien aus den v-Linien von ® heifit 2. Zentrafliche I'y von ®.

'y o(uv) = p(u,v) + Ri(u,v) - 0(u,v)
Lot ry(u,v) = p(u,v) + Ra(u,v) - l(u,v)

Satz 19.4 Die Normalen einer Fliche ® beriihren die beiden Zentrafiichen I'y und I'y
von P.

Satz 19.5 Alle Punkte der Parallelfiichen einer Fliche ®, die auf den Zentrafidchen
[y oder T'y von @ liegen, sind singuldr = Jedes dreifaches Orthogonalsystem (bis auf das
karthesische) besitzt Singularititen.

Sonderfille der Zentraflichen

(a) Torse ¥ der Kriimmungslinien v = vy ist ein Zylinder = Normalen {1 besitzen kein
Hiillgebilde, I'; tritt nicht auf. Analog fiir die v-Linien.

(b) Torse ¥ der Kritmmungslinien v = vy ist ein Kegel mit Spitze S = Alle Normalen
0l der u-Linie treffen sich in S. I'; ist dann die Ortskurve der Kegelspitzen S, die
sogenannte Brennlinie. Analog fiir die v-Linien.

13



Definition: Eine Fliche ®, bei der (mindestens) eine Zentrafliche in eine Brennlinie
entartet, heiflt Kanalfidche.

Bemerkung: Jede Kanalflache ist Hiillfliche von Kugeln mit variablen Radius, deren
Mittelpunkte auf einer Raumkurve liegen. Bei konstantem Radius entstehen Rohrfléachen,
z.B. Torus, Drehzylinder.

20 Parametertransformationen

20.1 Allgemeines, Zulassigkeit

Parametertrafo:
{u = u(u,v) € C
v

v = wv(q,

Satz 20.1 Eine Parametertransformationen ist genau dann zuldssig, wenn die JACOBI—-
Determinante

Uz Up
Vg Vg

J:

&

ist fir alle u,v.

Satz 20.2 Die Koeffizienten der 1. Grundform sind nicht parameterinvariant; die 1.
Grundform und damit die gebildete Metrik ist aber parameterinvariant. Analoges gilt fiir

(11) und (II1).

20.2 Parametertrafos mittels quadratischer Differentialformen

Satz 20.3 In einem hinreichend kleinen Gebiet gibt es stets eine Parametertrafo, so
dafs ein vorgegebenes Netz als Parameternetz verwendet werden kann. Jede quadratische
Differentialform mit verschiedenen (reellen) Nullrichtungen bestimmt ein Parameternetz,
bei dem alle Parameterlinien in den Nullrichtungen verlaufen.

20.3 Spezielle Parameternetze
1. Schmiegparameter
Differentialform = (I1) = Ldu®+42M dudv+ N dv? = 0. Zwei reelle Nullrichtungen,
wenn LN — M? < 0, d.h. wenn K < 0 ist.

Satz 20.4 Auf jedem Flichenstiick, das nur hyperbolische Punkte trigt, konnen
Schmiegparameter eingefiihrt werdem. Ihr Kennzeichen ist L = N =0, M # 0.

14



2. Kriimmungsparameter
Die Haupt Kriimmungs Richtungen sind festgelegt durch die folgende Determinan-

te
dv? —dudv dv?

E F G |=0
L M N

(du : dv)yjo sind stets reell und verschieden, sofern P weder ein Nabel- noch
Flachpunkt ist. Sie sind zueinander orthogonal.

Satz 20.5 Auf jedem Nabel und Flachpunkt freien Flichenstiick kénnen Krim-
mungsparameter eingefiihrt werden. Ihr Kennzeichen ist F = M = 0.

3. Isotrope Parameter

Differentialform = (I) = F du® + 2F dudv + G dv* = 0. Da (I) positiv definit ist,
nur im Komplexen moglich.

(du) P2
1/2

o . 2
o T mit W=>0

Satz 20.6 Auf jedem Cy Flichenstiick kénnen Isotrope Parameter eingefiihrt wer-
den. Sie sind stets komplex und bilden ein konjugiert kompleres Parameternetz auf
®. Je zwei Parameterlinien aus verschiedenen Schaaren schneiden sich in einem
reellen Punkt P.

21 Abbildung zwischen Flachen

21.1 Darstellung von Fliachen
Abbildungsvorschrift: (gegeben)
Ped 5 Pecd*

Satz 21.1 Jede injektive und differenzierbare Abbildung o zwischen zwei Flichenstiicken
kann so dargestellt werden, daf$ sich Punkte mit gleichen Parameterwerten entsprechen.

a:p(u,v) — " (u,v)

21.2 Isometrie

Satz 21.2 Die Abbildung o : & —— ®* ist genau dann

15



(i) langentreu, wenn E = E*, F' = F*, G = G* fir alle u,v
(i1) winkeltreu, wenn E* = X\-E, F* = X-F, G* = X\-G mit A = A(u,v) fir alle u,v
(11i) flichentreu, wenn W = W* fir alle u,v

Satz 21.3 Jede lingentreue Abbildung ist eine Isometrie. Jede winkel— und flichentreue
Abbildung ist eine Isometrie.

Satz 21.4  a) Notwendig aber nicht hinreichend fir eine Isometrie o : ® —— O* ist
die Gleichheit der GAUSSschen Krimmung beider Flichen, k* = K fir alle u,v.
b) Eine Kugel kann nicht isometrisch auf eine Ebene abgebildet werden.
c) Es kibt keine Landkarte, die die Erde isometrisch abbildet, auch nicht von Teilen

(EULER).

Satz 21.5 Die Torsen (Zylinder, Kegel, Tangentenfliche) sind die einzigen Flichen ®,
die man isometrisch auf die Ebene ®* abbilden kann (Abwicklung). Bei einer Abwicklung
einer Tangentenfliche wird die Leitkurve ¢ € ® (Gratlinie) krimmungstreu abgebildet
auf ¢* € ®*. Die Metrik auf einer Torse ist (stickweise) euklidisch.

21.3 Verzerrungen, Ti1ssoTsche Indikatrix

Definition:

d*
" =VA
ds

heifit Langenverzerrung von « im Linienelement P.
Es ist

ds**  (I*)  L*du®+2M* dudv + N* dv?

Esist A = = = >0
o ds*> (1) Ldu®+2Mdudv+ N dv? ()

Satz 21.6 Bei einer konformen (winkeltreuen) Abbildung ist die Langenverzerrung rich-
tungsunabhdngig.

Analoge Aussagen wie bei der Kriitmmungstheorie

1. (%) besitzt zwei Extremwerte, die Hauptverzerrungen

2. Die zugehorigen Richtungen sind stets reell und zueinander orthogonal.

16



3. Produkt und arithmetisches Mittel der HVR A% und A% liefern

1 1 EG — F?

02 — A_1 . A—2 = ] Flachenverzerrung
1 1 1 1 EE*—-2FF* + GG*
Y = 5 <A1 + Az) = 3 e F—; Mittlere Verzerrung

Berechnung der Hauptverzerrungsrichtungen

dv? —dudv dv?
E F G | =0
E* F* G*

Satz 21.7 Bei jeder nicht konformen Abbildung zwischen zwei Fldchenexistieren in je-
dem Punkt zwei zueinander senkrechte HVR. Bei Verwendung dieser Richtungen als
Parameter Richtungen gilt dann:

Bei jeder Abbildung zwischen zwei Flichen gibt es ein orthogonales Netz, das auf ein
orthogonales Netz abgebilded wird.

Satz 21.8 Eine Abbildung ist genau dann konform, wenn gilt ¥ = A2,

Formel von TiISSOT:
I cos?y  sin®vy

A A, A,

TissoTrsche Indikatrix:

ds*? ‘ cos?y  ds*? ‘ sin? v

ds? Ay ds? Ao
Die Ti1ssoTsche Indikatrix ist stets eine Ellipse, bei einer konformen Abbildung ist sie
ein Kreis.

=1

21.4 Abbildung der Kugel auf eine Ebene

Satz 21.9 Es gibt keine lingentreuen Landkarten. Fine Landkarte ist entweder flichen—
oder winkeltreu oder keines von beiden.

22 Innere Geometrie auf Flachen

22.1 Der intelligente Flachler

Definition: Ein Begriff gehort zur inneren Geometrie von ®, wenn er mit den Koeffizi-
enten (und deren Ableitungen) der 1. Grundform darstellbar ist.
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Satz 22.1 Satz iber innere Geometrie

a) Die gesammte Metrik einer Fliche gehort zur inneren Geometrie (Linge, Winkel,
Oberfliche)

b) Ein Begriff gehort genau dann zur inneren Geometrie, wenn er gegeniiber isome-
trischen Abbildungen invariant ist.

c) Die GAUSSsche Krimmung K gehort auch zur inneren Geometrie, nicht aber die
mattlere Krimmung H oder R% und R%

22.2 Geodatische Kriimmung einer Fldchenkurve

Definition: Der Grenzwert

ds—ds 1

K, = lim
g e—0 € ds

heifit geodétische Kriimmung der Kurve c.
Berechnung mit duflerer Geometrie:
wa
K’g = (/4,/4/781) = (/@//7/@///761) = (/@/7/@/; )
|
Folgerungen: Es besteht folgender Zusammenhang mit der Kriimmung « und der Nor-
malkrimmung r,.

Satz 22.2 Satz der Kriimmungen

a) Die Normalkrimmung k., einer Flichenkurve ¢ stimmt tiberein mit der Krimmung
der Normalprojektion von ¢ auf die Normalebene v = {1, 4}.

b) Die geoditische Krimmung k, stimmt tiberein mit der Projektion von ¢ auf die
Tangentialebene.

Satz 22.3 Fliir die Parameterlinien eines orthogonalen Parameternetzes gilt:

E, i i L
K = —— ur eme u-Linie
g 2EVG
G, fir ei Lini
K = — ur emme v-Linie
g 2GVE
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Darstellung von k, mittels CHRISTOFFEL:

VEG — F?
Rg = 3 ¢ | Uity — Ugliy + Z Z (kaul — T%k{@) uzuk]
VEU? + 2Fud + Go? Pl

Satz 22.4 Beriihren sich zwei Fldchen lings einer Kurve ¢, so hat ¢ auf beiden Flichen
die selbe geoddtische Krimmung kq.

22.3 Geodatische Linien

Gesucht: Flichenkurve ¢ von A nach B € ® mit AB minimal. Sei 2 (s0) = /4 und
w(s1) = 4. Daraus folgt mit FRENET

S1

/K(S)-/I/I/(S) %g -ds =0

50 e=0

Satz 22.5 Satz der Geodditischen

a) Jede Gerade ist Geoddtische von ®.

b) Krummlinige Flichenkurven deren Schmiegebenen o in jedem Punkt die entspre-
chende Flichennormale 01 enthalten sind Geoddtische.

Satz 22.6 Die geoditischen Linien sind Kurven mit k, = 0. Die Differentialgleichung
fiir eine geoddtische Linie ist deshalb

(/@/7/@/’ m) =0
Die Lésungen sidn durch Anfangs- und Endpunkt oder durch ein Linienelement (An-
fangspunkt + Richtung) festgelegt.

Satz 22.7 Die einzigen Geoddtischen in der Ebene sind die Geraden.

Satz 22.8 Die einzigen Geoddtischen auf der Kugel sind thre Grofkreise, d.h. o durch
Kugelmittelpunkt.

Satz 22.9 Alle Meridiane einer Drehfliche und spezielle Breitenkreise sind geoddtische
Linien, alle anderen Geoddtischen sind tber die DGL von vorher zu bekommen.
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23 Anhang

= Vou

23.1 Kugel
T - COS U COSV
o (u,v) = r - cosusinv
- sinu
—7r - Sin 4 cos v —7r - CcosuSinv
V. = —7 - sinusin v s T - COS U COSV
- COSU 0
—7 - COSUCOSV r-sinusinv
Wuw = —r-cosusiny | = —p Yoo —7 - sinu coS v
—r-sinu 0
—7 - COSUCOSV
W = —7 - cosusinv Wy X W, = —T-COSU-
0
E=r> F=0 G=1r%-cos?u W?=r* cos’u
L=r M=0 N=r-cos’u

23.2 Nordpol, Siidpol und Aquator der Kugel

‘ Element ‘ u ‘ v ‘
Nordpol 5 beliebig
Stidpol -3 beliebig
Aquator 0 beliebig

Breitenkreis U beliebig
Nullmeridian | =5 <u < 3 0
Meridian —5<u<? U
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23.3 Schraubflache

V- COSU
o(u,v) = v-sinu
pb-u
—v-sinu COS U
Y, — V- COSU v, = sin u
P 0
—V - COS U —sinu
Wu = —v-sinu W = cos u =W
0 0
E=v+p> F=0 G=1 W2 =% + p?
L=0 W-M=p N=0
K=—="_ H=0 Minimalfldche

(0 +7)?
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