1 Ableitungsgleichungen

In jedem Punkt der Fliche g = 4/(u,v) haben wir ein (i.a. nicht orthonormiertes)
Dreibein aufgebaut: {g,,#,,0l}. Dieses Dreibein ist stets aus 3 L.u. Vektoren aufgebaut:
Es ist ndmlich (@, 2,,0) = (@, xw,) 0= o, xw,| - 1-1=VEG—F2#0 q.e.d.

Wir wollen im folgenden die Ableitungsgleichungen der Dreibeinvektoren bestimmen
(Analog zu den FRENET’schen Formeln, nur hier nicht so einfach. Die Bestimmung von
N s W > W Stammt von GAUSS, die Berechnung von {1, 01, von WEINGARTEN.

Zur Ableitung der Formeln empfiehlt sich die Indexschreibwiese.

u = Uy v = U9
/@/u - /@/1 /@/v = /@/2
/@/uu = /p/ll /@/uv = /@/vu = /@/12 /@/vv = /@/22

E  =gn F  =g12=gn G =g
L =hn M =hi=hy N =hy
gik =V Wy
hig =y - T = —v, 0l = —, 0L
Beweis:
Esist 0l = (/@/iX/@/j)-I;/
1
i, = W[(@/ikx/@/j)—i_(/@/ix/@/jk)]
o 1
Damit ist — 0l = W{—/@g (/gikX/@/j)#—O—i—O}
1
also — @0l = W(/@/ia/@/j7/@/ik):/@/ik'm

Da EG — F? # 0 ist, ist
g11 912
g21 g22

gi11 Y912
g21 Gg22

die Inverse mit den Elementen ¢**, so gilt

gu 912\ 911 912 _p— 10
921 g22 921 922 0 1

Durch Ausmultiplizieren und Vergleichen finden wir

o=

Bilden wir zur Matrix.

9119 + 9129t =1 usw.



Allgemein:

2
> Giag™ =6}
o=1

Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die g°% berechnen.

922 —g12 g1
911 _ 92 g12 _ 921 _ ;922 _ 9
g g g

Zur Bestimmung des Ableitungsvektors 4,, machen wir den Ansatz

2
Wi = > T, + aull (1)

=1

Bemerkung: Dieser Ansatz ist sicher moglich, da 4/, 4/, 0l ein Dreibein bilden. Die
Koeffizienten T}, I'Z, sind vorerst nur Rechensymbole.

Skalare Multiplikation von (1) mit 0l ergibt:
Wiall=0+ap - 1;  ag = w00 = hip

Skalare Multiplikation von (1) mit g, ergibt:
2
Wl = 2 TH0 W +0
o=1
2
also Wyl = D THgem

Definition:

vk
. = Tiptm =
heifit CHRISTOFFEL-Symbol 1. Art.
(Es ist Digjm = Lpijm, da @, = 4, ist)




Unser Ansatz hat also jetzt die Form
2
o=1

2 2
Likjm - gml = Z Z kaggmgml

m=1 p=1
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2 2 2
g™ Z [ka : Z ggmgml] = Z Figk ) 52
o=1 o=1

m=1

3
I

NS

3
I

Definition:

2 l
It = > Dikjm - ml —
" m=1 kl g {Zk}

heilen CHRISTOFFEL—Symbole 2. Art.

Damit sind die Koeffizienten von (1) bestimmt, nur enthalten die T, iiber die Ty
selbst noch die auszudriickenden 2. Ableitungen 4v;,! Die I';,,, kénnen aber auch anders
berechnet werden.

Jim = V0 nach wuy, differentiert

OGm
8uik = Wik TV |- (+1)
Ogii
g~ V@it O [ (2])

OGim I OGmi _ OGri
oug, ou; Ou,,

Fi m — A -

Damit sind die CHRISTOFFEL—Symbole 1. und 2. Art bestimmt, durch die Ableitungen
der Fundamentalgrofien



Ableitungsgleichungen von GAUSS

Vi
%

wobel

2

Z zk/@/g+ h’lk m

2
Z ikm 9

= mit
2 8u2 Uk aum

Wir wollen das Ergebnis nun ausrechen

r _ 1 0911 a911 _ dg11 _ 18911 1
11 5 am w 0w 20u, 2"
r _ 1 0912 3921 _ dg11 _ dg12 _ 18911
112 2 8u1 u;  Ougy Oup 2 Juy
also F11‘2 - Fu - éEv
1 (O0gn , 9921 0Ogi2 1
T - . — =—-F,+0
EE <0u2 T owm ) 2T
usw.
1 1 1
Tip = §Eu; Pip = Fy =580 Tigp = §Ev
1 1
[igpp = iGu; Loop = F, — %Gu? Lopo = §G”
2
1
', = Z 11|m g
= g F11|1 -+ g F11|2
= @Fnu - @sz
g g
G (3B.) - F(F.— 1B,
N EG — F?
2
F%Q = Z Ciojm g
m=1



= g=- [igp + g% NP
1

= (—912 “Thop + 911 F12\2)

k() s (o)

Usw.
o _ GE.-2FF,+FE, ., _ —FE,+2EF, - EE,
o 2(EG — F?) e 2(EG — F?)
o _ GE - FG, o _ EG.-FE,
2 2(EG - F?) 2 2(EG - F?)
o _ —FG,+2GF, -GG, ., _ EG,-2FF,+FG,
2 2(EG — F?) 2 2(EG — F?)
Daraus folgt direkt
_ GE,—-2FF,+ FE, n —FFE,+2EF, — FFE, LT
Y = TG _rz P 2(EG — F?) Yo
_ GE, - FG, . BG.—FE, e
Yw = G- F2) Yo 2(EG —F2) ¥
_ —FG,+2GF, - GG, . EG, - 2FF, 1 FG, T
Yoo = 2(EG — F?) Yo 2(EG—F2y Y
Fiir die Berechnung des Vektors {l; machen wir den Ansatz
2
W = > A, +adl (2)
o=1

Skalare Multiplikation mit 7 liefert 00, = 0+ q; - 1; aus 0 = 1 folgt aber 200, = 0, also
ist a; = ay = 0.

Skalare Multiplikation mit 4, ergibt

o=1

2 2
—him = O, = AL W=D A G |-
o=1



2 2 2 2
- Z i, gml = Z Z ggm = Z |:AQ Z Gom g ‘|
m=1 m=1 p=1 o=1
2 2
- Pim, gml = Z Af ) 52 = Ai
=1 o=1
also ist Ai = — Z Rirm gml

Ableitungsgleichungen von WEINGARTEN

2 2
: l ml
@:2:1/1?'/@/9 mit Ai:—zlg Rim
o= m=

Wir wollen das Ergebnis noch ausrechnen

0, = A%/@ﬁ + A1/6Vz = =0 (911h11 + 921]112) + (_912]111 + 922h12)
g-0h = 1 (911h12 - 922h11) + 5 (912h11 - 911h12)

q _ —GL+FM _  FL—EM
u EG—r2 YT o
n _ FN-GM FM — EN

= ma-p2 "t g %

Da die Parameter v und v beliebig sind, besitzen die Koeffizienten keine geometrische
Bedeutung. Die Kombination dieser Koeffizienten konnte jedoch parameter invariant
sein. Darin zeigt sich auch der gewaltige Unterschied zur Kurventheorie, wo die Koeffi-
zienten der FRENET schen Ableitungsgleichungen eine geometrische Bedeutung besitzen
und damit parameterinvariant sind.

Auch die berechneten Grolen g, und {; besitzen keine geometrische Bedeutung, da
wir auf der Fliche keine invarianten Parameternetze kennen. Lediglich der Vektor {1
des Ausgangsdreibeins ist durch die Fliache selbst vorgegen, alles andere ist willkirlich
eingefihrt.

Bei den Raumkurven war es anders: Das Ausgangsdreibein {4, »#, £} war parameterin-
variant, da es die geometrische Gestalt der Kurve widerspiegelte.



